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0. Introduction
0.1. He´lices de fibre´s exceptionnels
Soit E un fibre´ vectoriel alge´brique sur une varie´te´ alge´brique projective complexeX. On dit que
E est exceptionnel si on a End(E) ' C et Exti(E,E) = 0 pour i ≥ 1. Sur certaines varie´te´s
X, les espaces projectifs par exemple, il existe des suites parti-culie`res de fibre´s exceptionnels
(Ei)i∈Z, appele´es he´lices.
Les fibre´s exceptionnels ont e´te´ introduits et e´tudie´s sur P2 dans [3], [1], puis leur ge´ne´ralisation
sur Pn a e´te´ faite dans [5]. Le cas de P1 × P1 a e´te´ traite´ dans [8], celui de certaines surfaces
dans [4], et celui des surfaces de Hirzebruch et de certains volumes de Fano dont P3 dans [6],
[7].
Une he´lice de fibre´s exceptionnels (Ei)i∈Z sur Pn est pe´riodique, c’est-a`-dire que pour tout entier
i on a Ei+n+1 ' Ei(n+ 1) . Il suffit donc de connaˆıtre n+ 1 fibre´s exceptionnels conse´cutifs de
l’he´lice pour la connaˆıtre tout entie`re. On dit qu’une suite (Ei, Ei+1, . . . , Ei+n+1) est une base
de l’he´lice (Ei)i∈Z. On notera B(Pn) l’ensemble des bases d’he´lices de Pn. On appelle paire
exceptionnelle un couple du type (Ei, Ei+1).
Les rangs et classes de Chern des fibre´s exceptionnels d’une base d’he´lice ve´rifient certaines
e´quations. Par exemple, sur P2, si (E0, E1, E2) est une base d’he´lice, on a
rg(E0)
2 + rg(E1)
2 + rg(E2)
2 = 3rg(E0)rg(E1)rg(E2).
C’est l’e´quation de Markov (cf. [5]). Sur P3, Nogin a trouve´ aussi certaines relations (cf. [6] et
[7]).
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On montre ici que d’une certaine manie`re, les seules relations alge´briques que l’on peut obtenir
entre les rangs et classes de Chern des fibre´s exceptionnels d’une base d’he´lice peuvent se de´duire
des relations ”e´videntes”.
0.2. Equations alge´briques liant les rangs et les classes de Chern des fibre´s excep-
tionnels d’une base d’he´lice sur P3
Pour tout faisceau cohe´rent E sur une varie´te´ projective X de dimension n, on pose
χ(E) =
∑
0≤i≤n
(−1)i dim(H i(X, E)),
qui est la caracte´ristique d’Euler de E . Soit (Ei)0≤i≤3 une base d’he´lice de fibre´s exceptionnels
sur P3. On a alors
χ(Ei, Ej) = 0 si i > j,
= 1 si i = j,
ce qui, a` l’aide du the´ore`me de Riemann-Roch, s’e´crit sous la forme
C(rg(Ei), rg(Ej), (ck(Ei))1≤k≤3, (ck(Ej))1≤k≤3) = δij,
C e´tant un polynoˆme a` coefficients rationnels.
Soient X une varie´te´ alge´brique projective lisse, E un fibre´ vectoriel de rang r > 0 sur X. On
de´finit au chapitre 1 de nouveaux invariants
∆i(E) ∈ Ai(E)⊗Q, 1 ≤ i ≤ dim(X).
Ils ont l’avantage de transformer les produits tensoriels en sommes, et ∆1(E) est la pente de
E, tandis que ∆2(E) est le discriminant de E. Les relations pre´ce´dentes s’e´crivent avec ces
invariants
Q((∆k(Ei))1≤k≤3, (∆k(Ej))1≤k≤3) = 0
si 0 ≤ j < i ≤ 3, et
rg(Ei)
2.(1− 4∆2(Ei)) = 1 , 0 ≤ i ≤ 3,
Q e´tant le polynoˆme
Q((Yk)1≤k≤3, (Zk)1≤k≤3) = Z3 − Y3 − (Z1 − Y1 + 2)(Y2 + Z2) +
(
Z1 − Y1 + 3
3
)
.
On note I l’ide´al de l’anneau de polynoˆmes
R = C[X0, X1, X2, X3, ((∆pq)1≤p≤3)0≤q≤3]
engendre´ par les
χij = Q((∆ki)1≤k≤3, (∆kj)1≤k≤3)
avec 0 ≤ j < i ≤ 3 et les
χii = Xi.(1− 4∆2i)− 1.
Tous les e´le´ments de I s’annulent donc sur les carre´s des rangs et les ∆i des fibre´s exceptionnels
d’une base d’he´lice .
On a re´ciproquement, dans le cas de P3 le
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The´ore`me A – Si P est un e´le´ment de R tel que pour toute base d’he´lice (E0, E1, E2, E3) on
ait
P ((rg(Ei)
2)0≤i≤3, ((∆k(Ei))1≤k≤3)0≤i≤3) = 0,
alors il existe un entier p > 0 tel que P p soit dans I.
Pour obtenir ce re´sultat, on construit une varie´te´ alge´brique Z telle que les bases d’he´lices de
P3 soient des points ferme´s de Z, et que les fonctions de´finies sur B(P3)
(E0, E1, E2, E3) 7−→ rg(Ei)2, 0 ≤ i ≤ 3,
(E0, E1, E2, E3) 7−→ ∆k(Ei), 1 ≤ k ≤ 3, 0 ≤ i ≤ 3,
se prolongent en des fonctions rationnelles sur Z. On montre ensuite que la plus petite sous-
varie´te´ ferme´e de Z contenant B(P3) est Z et le the´ore`me A s’en de´duit aise´ment.
On donne deux constructions de la varie´te´ Z, l’une base´e sur le groupe de Grothendieck de P3,
l’autre e´tant plus ge´ome´trique. Bien suˆr il est the´oriquement possible de prendre pour Z la
sous-varie´te´ de C16 de´finie par l’ide´al I, mais cette varie´te´ est a priori plus difficile a` manier.
La de´monstration du the´ore`me A fournit des re´sultats interme´diaires inte´ressants, concernant
les e´quations alge´briques ve´rifie´es par les rangs et ∆i des fibre´s exceptionnels d’une paire ex-
ceptionnelle, ou par le rang et les ∆i des fibre´s exceptionnels. Plus pre´cise´ment, soient
R′ = C[R0, R1, ((∆pq)1≤p≤3)0≤q≤1] et R′′ = C[R0, (∆p0)1≤p≤3],
I ′ l’ide´al de R′ engendre´ par χ00(R20,∆20), χ10, χ11(R21,∆21) et I ′′ l’ide´al de R′′ engendre´ par
χ00(R
2
0,∆20). Alors on a le
The´ore`me B – Tout e´le´ment de R′ s’annulant sur les rangs et ∆i des fibre´s exceptionnels de
toutes les paires exceptionnelles appartient a` I ′.
et le
The´ore`me C – Tout e´le´ment de R′′ s’annulant sur le rang et les ∆i de tous les fibre´s excep-
tionnels appartient a` I ′′.
Ces re´sultats sont discute´s au § 0.5.
0.3. Construction de la varie´te´ Z
Soient K(P3) le groupe de Grothendieck de P3 et WK = K(P3)⊗ C . Cet espace vectoriel est
muni de la forme biline´aire χ(x, y) de´finie par
χ([E], [E ′]) = χ(E∗ ⊗ E ′),
pour tous fibre´s vectoriels E,E ′ sur P3, [E], [E ′] de´signant leurs classes dans K(P3). Si
(E0, E1, E2, E3) est une base d’he´lice de fibre´s exceptionnels , et si ei = [Ei] pour 0 ≤ i ≤ 3,
(e0, e1, e2, e3) est une base semi-orthogonale de WK , c’est-a`-dire que la matrice de χ dans cette
base est triangulaire supe´rieure unipotente. Il en de´coule que si
u = C.e0 ⊕ C.e1 et v = C.e1 ⊕ C.e2,
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on a
u ∩ v 6= {0} et u⊥ ∩ v 6= {0},
u⊥ de´signant le plan de WK constitue´ des x tels que χ(x, z) = 0 pour tout z dans u. Soient
φK : WK −→ W ∗K
l’isomorphisme line´aire tel que χ(x, y) = x.φk(y) pour tous x, y dans WK , et Z(φk) la varie´te´
des couples (u, v) de plans de WK tels que u ∩ v 6= {0} et u⊥ ∩ v 6= {0}. Alors on peut voir
(e0, e1, e2, e3) comme un point de Z(φk), c’est-a`-dire qu’on a de´fini une application
ΛK : B(P3) −→ Z(φk).
On e´tudie plus ge´ne´ralement au chapitre 2 les varie´te´s Z(φ), φ e´tant un isomorphisme line´aire
W −→ W ∗. On peut de´finir des automorphismes de Z(φ), appele´s mutations, qui ge´ne´ralisent
les mutations des he´lices de fibre´s exceptionnels, et qui ont les meˆmes proprie´te´s formelles.
On peut donner une description ge´ome´trique de certaines varie´te´s Z(φ) au moyen de coniques
de P2. Plus pre´cise´ment, on suppose que W est un sous-espace vectoriel de H0(P2,O(2)) et on
conside`re un morphisme rationnel
σ : P2 −→ P(W )
tel que σ∗(O(1)) ' O(2) , que σ∗ : W ∗ −→ H0(P2,O(2)) induise un isomorphisme W ∗ ' W
et que pour tout point P de P2 ou` σ est de´fini, on ait P ∈ σ(P ), σ(P ) e´tant vu comme une
conique de P2. On verra alors qu’il n’y a que trois choix possibles pour W , les plus inte´ressants
e´tant le cas ou` W correspond aux coniques passant par deux points fixes de P2, et celui ou` W
correspond aux coniques passant par un point fixe de P2 et tangentes a` une droite fixe en ce
point. Dans ces cas, σ est un isomorphisme birationnel de P2 sur la quadrique Q(φ) de P(W )
constitue´e des x tels que x.φ(x) = 0. Un plan ge´ne´ral de P(W ) s’e´crit
u = σ(P0) ∧ σ(P1),
P0,P1 e´tant des points de P2, et on a
u⊥ = σ(P2) ∧ σ(P3),
P2,P3 e´tant les points d’intersection de σ(P0) et σ(P1) autres que les points de base de W . On
voit donc qu’un point ge´ne´ral de Z(φ) s’interpre`te comme une configuration de quatre coniques
ve´rifiant certaines proprie´te´s.
On retrouve une description de ce type en conside´rant certaines courbes planes associe´es aux
he´lices de fibre´s exceptionnels(cf. § 0.4). L’utilisation possible de telles courbes est e´voque´e au
§ 0.5.
0.4. Courbes planes associe´es aux he´lices de fibre´s exceptionnels
A tout fibre´ vectoriel non nul E sur l’espace projectif P3 on associe le point
(∆1(E),∆2(E),∆3(E)) de R3. On note H le plan de R3 d’e´quation ∆2 = 14 , qui semble jouer
sur P3 un roˆle analogue a` celui de la droite d’e´quation ∆2 = 12 sur P2 (cf. [3]).
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A tout fibre´ exceptionnel E sur P3 on associe une courbe C(E) de H, qu’on obtient de la
manie`re suivante : si U est un fibre´ vectoriel sur P3 d’invariants ∆1,∆2,∆3, l’expression
χ(U∗ ⊗ E)
rg(U∗ ⊗ E)
est un polynoˆme en ∆1,∆2,∆3, qui est l’e´quation d’une hypersurface cubique de R3, dont
l’intersection avec H est C(E). Son e´quation est de degre´ 3, le terme de degre´ 3 e´tant −1
6
∆31.
Moyennant un changement de coordonne´es sur H et en plongeant celui-ci dans P2, on associe
maintenant a` E une conique de P2. On voit aise´ment que toutes ces coniques passent par un
point fixeQ de P2 et sont tangentes a` une droite fixe l de P2 enQ. SoitW le sous-espace vectoriel
de H0(P2,O(2)) correspondant aux coniques passant par Q et tangentes a` l en Q. A toute paire
exceptionnelle (E0, E1) on associe le plan γ(E0, E1) de W engendre´ par les coniques associe´es a`
E0 et E1. On montre alors que l’application qui associe a` une base d’he´lice (E0, E1, E2, E3) le
couple de plans (γ(E0, E1), γ(E1, E2)) est en fait a` valeurs dans une varie´te´ Z(φ) convenable, le
morphisme φ e´tant comme on s’en doute e´quivalent a` φK modulo un isomorphisme W ' WK .
Les deux points de l’intersection Q(φ) ∩ γ(E0, E1) s’interpre`tent comme des coniques limites :
en effet il existe une suite (Fi)i∈Z de fibre´s exceptionnels telle que
F0 = E0 , F1 = E1,
et que pour tout entier i on ait une suite e´xacte
0 −→ Fi−1 −→ Fi ⊗ Hom(Fi, Fi+1) −→ Fi+1 −→ 0,
dont le second morphisme est l’e´valuation, et Q(φ) ∩ γ(E0, E1) est constitue´ des limites de
coniques associe´es a` Fi lorsque i tend vers +∞ ou −∞.
0.5. Remarques
1) L’e´quation la plus importante ve´rifie´e par les rangs et classes de Chern des fibre´s exceptionnels
d’un base d’he´lice, donne´e dans [7], est la suivante : pour toute base d’he´lice (E0, E1, E2, E3),
on a
c1(E1).rg(E0)− c1(E0).rg(E1) = c1(E3).rg(E2)− c1(E2).rg(E3),
ce qui s’e´crit aussi
rg(E1).rg(E0).(∆1(E1)−∆1(E0)) = rg(E3).rg(E2).(∆1(E3)−∆1(E2)).
Cependant, on peut montrer que l’e´quation pre´ce´dente ne peut pas se de´duire des e´quations
χ(Ei, Ej) = δij pour 0 ≤ j ≤ i ≤ 3, contrairement a` l’e´quation
rg(E1)
2.rg(E0)
2.(∆1(E1)−∆1(E0))2 = rg(E3)2.rg(E2)2.(∆1(E3)−∆1(E2))2.
On remarquera d’ailleurs que dans le the´ore`me A, on a conside´re´ les carre´s des rangs et non les
rangs des fibre´s exceptionnels comme des variables.
2) Les the´ore`mes A,B,C sont aussi valables pour les bases d’he´lices de fibre´s exceptionnels sur
P1 × P1. La varie´te´ Z(φ) qui intervient ici n’est pas isomorphe a` Z(φK). On peut donner
comme dans le cas de P3 une description ge´ome´trique de Z(φ), base´e sur des hyperboles de´ja`
utilise´es dans [8] (pour plus de de´tails, voir [2]). Le sous-espace vectoriel de H0(P2,O(2)) qui
intervient ici est celui des e´quations de coniques passant par deux points fixes distincts de P2
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(alors que dans le cas de P3 on utilisait les coniques passant par un point fixe et tangentes a`
une droite fixe de P2 en ce point).
3) On peut aussi e´tendre les the´ore`mes A,B,C aux surfaces de Hirzebruch et aux volumes
de Fano conside´re´s dans [7]. La similitude de tous ces cas vient du fait que le groupe de
Grothendieck des varie´te´s conside´re´es est isomorphe a` Z4.
4) Il est vraisemblable que les courbes planes associe´es aux fibre´s exceptionnels sont utiles dans
la description des invariants des faisceaux semi-stables sur P3. C’est vrai dans le cas de P1 × P1
(cf. [9]). Dans le cas de P2, ce qui intervient est un ensemble de points sur un droite (cf. [3]).
5) On pourrait, au lieu du plan ∆2 =
1
4
, utiliser un plan d’e´quation ∆2 = c, c e´tant un scalaire
quelconque. On obtiendrait le meˆme type de re´sultat. Mais pour plusieurs raisons, le plan
obtenu en prenant c = 1
4
est le plus naturel. Par exemple, si E est un faisceau semi-stable
sur P3, l’ine´galite´ ∆2(E) > 14 est e´quivalente au fait que la dimension espe´re´e de la varie´te´ de
modules qui contient E est strictement positive. On peut d’ailleurs conjecturer que c’est le cas
si E n’est pas une somme directe de fibre´s exceptionnels.
6) Il est possible d’utiliser d’autres varie´te´s que Z(φK) pour mode´liser les bases d’he´lices de
fibre´s exceptionnels . Par exemple, on peut prendre la sous-varie´te´ de P(W )4 constitue´e des
(l0, l1, l2, l3) tels que pour 1 ≤ i ≤ 3, li soit orthogonal aux lj, j < i. Mais le choix de Z(φK) fait
apparaˆıtre plus clairement les notions de paire exceptionnelle et de suite de fibre´s exceptionnels
associe´e, qui est essentielle dans la de´monstration du the´ore`me A.
7) Il est vraisemblable qu’on a des re´sultats analogues aux the´ore`mes A,B,C en ce qui concerne
les fibre´s exceptionnels sur P2 (avec des de´monstrations plus simples).
Je tiens a` remercier G.Trautmann pour de nombreuses discussions qui m’ont beaucoup aide´
dans la re´alisation de ce travail, ainsi que le DFG et l’Universite´ de Kaiserslautern pour leur
hospitalite´.
Plan des chapitres suivants :
Dans le chapitre 1 on de´finit les invariants ∆i et on rappelle la de´finition des he´lices de fibre´s
exceptionnels.
Dans le chapitre 2 on de´finit et e´tudie les varie´te´s Z(φ). Seuls les paragraphes 1 et 2 sont
indispensables a` la de´monstration des the´ore`mes A,B,C.
Dans le chapitre 3 on de´finit les courbes et surfaces associe´es aux fibre´s exceptionnels et on
de´crit la de´finition ge´ome´trique de Z(φK). Ce chapitre n’est pas ne´cessaire a` la de´monstration
des the´ore`mes A,B,C.
Dans le chapitre 4 on de´montre les the´ore`mes A,B,C.
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1. Pre´liminaires
1.1. Variables de´rive´es des classes de Chern
Soient X une varie´te´ alge´brique projective lisse de dimension n, E un fibre´ vectoriel de rang
r > 0 sur X. On de´finit des e´le´ments ∆i(E) de A
i(E)⊗Q, pour 1 ≤ i ≤ n formellement par
log(ch(E)) = log(r) +
∑
1≤i≤n
(−1)i+1∆i(E),
ch(E) de´signant le caracte`re de Chern de E. Un calcul simple montre qu’on a
∆1(E) =
c1(E)
r
, ∆2(E) =
1
r
(c2(E)− r − 1
2r
c1(E)
2),
∆3(E) =
1
r
(
c3(E)
2
+ c1(E)c2(E)(
1
r
− 1
2
) + c1(E)
3(
1
3r2
− 1
2r
+
1
6
)).
Proposition 1.1. Soient L un fibre´ en droites, E,F , des fibre´s vectoriels sur X. Alors on a
1) ∆1(L) = c1(L) et ∆i(L) = 0 si i > 1.
2) ∆i(E ⊗ F ) = ∆i(E) + ∆i(F ) si 1 ≤ i ≤ n. Donc ∆i(E ⊗ L) = ∆i(E) si 2 ≤ i ≤ n.
3) ∆i(E
∗) = (−1)i∆i(E) si 1 ≤ i ≤ n.
Imme´diat.
Il est clair que ch(E)/r est un polynoˆme en ∆1(E), . . . ,∆n(E). Il en de´coule que le the´ore`me
de Riemann-Roch s’e´crit
χ(E)
r
= P (∆1(E), . . . ,∆n(E)),
P e´tant un polynoˆme a` coefficients rationnels ne de´pendant que de X. Dans le cas ou` X = P3
on a
P (∆1,∆2,∆3) = ∆3 −∆1∆2 − 2∆2 + (∆1 + 3)(∆1 + 2)(∆1 + 1)
6
.
1.2. Fibre´s exceptionnels et bases d’he´lices sur P3 (cf. [5])
Une he´lice γ = (Ei)i∈Z de fibre´s exceptionnels posse`de les proprie´te´s suivantes :
1) C’est une suite pe´riodique, c’est-a`-dire qu’on a Ei+4 ' Ei(4) pour tout i ∈ Z .
2) On a χ(Ei, Ej) = 0 si j < i < j + 4 .
3) Pour tout entier i, le morphisme canonique
ev : Ei−1 ⊗Hom(Ei−1, Ei) −→ Ei (resp. ev∗ : Ei −→ Ei+1 ⊗Hom(Ei, Ei+1)∗ )
est surjectif (resp. injectif) et son noyau (resp. conoyau) est un fibre´ exceptionnel E (resp.
F ). De plus,la suite pe´riodique de fibre´s vectoriels base´e sur (Ei−2, E, Ei−1, Ei+1) (resp.
(Ei−1, Ei+1, F, Ei+2)) est une he´lice (le terme E (resp. F ) e´tant d’indice i − 1 (resp. i + 1)).
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Cette he´lice s’appelle mutation a` gauche (resp. mutation a` droite) de γ en Ei, et est note´e
LEi(γ) (resp. REi(γ)).
4) On pose L2Ei = LE ◦ LEi(γ). C’est une he´lice ayant pour base une suite de la forme
(Ei−3, E ′, Ei−2, Ei−1). On pose L3Ei = LE′ ◦L2Ei(γ). C’est une he´lice ayant pour base une suite
de la forme (E ′′, Ei−3, Ei−2, Ei−1). Alors on a E ′′ ' Ei−4, c’est-a`-dire que L3Ei(γ) = γ.
5) On a LEi ◦ L2Ei+1(γ) = L2Ei+1 ◦ LEi(γ) .
On a bien suˆr des proprie´te´s analogues a` 4) et 5) concernant les mutations a` droite. L’he´lice la
plus simple est (O(i))i∈ZZ et toute he´lice de fibre´s exceptionnels sur P3 peut s’obtenir en partant
de cette he´lice et en lui faisant subir une suite finie de mutations et une translation des indices
(cf. [7]).
2. Les varie´te´s Z(φ)
2.1. De´finition de Z(φ)
Soit W un C-espace vectoriel de dimension 4. Soient φ : W −→ W ∗ un isomorphisme line´aire,
et q la forme quadratique sur W associe´e : q(x) = x.φ(x) pour tout x ∈ W . On supposera
que q 6= 0, c’est-a`-dire que φ n’est pas antisyme´trique. On note Q(φ) la quadrique de P(W )
des e´le´ment isotropes pour q. Le choix d’un e´le´ment non nul de ∧4W ∗ de´finit un isomorphisme
j : ∧2W −→ ∧2W ∗. On pose ξ0(φ) = j ◦ ∧2φ, qui est un automorphisme de ∧2W et induit un
automorphisme ξ(φ) de la grassmannienne G2,4 des plans de W . On a donc, pour tout plan u
de W
ξ(φ)(u) = φ(u)⊥.
On supposera que ∧2W est muni du produit scalaire de´duit de j. En particulier, si u,v sont
des plans de W , on aura u.v = 0 si et seulement si u∩ v 6= ∅. On pose ν(φ) = tφ−1 ◦ φ, qui
est un e´le´ment de GL(W ). On a
ξ(φ) ◦ ξ(φ) = ∧2ν(φ).
On note Z(φ) la sous-varie´te´ ferme´e de G2,4 ×G2,4 constitue´e des (u, u′) tels que
u′.u = 0 et u′.ξ(φ)(u) = 0.
Lemme 2.1. Si (u, u′) est un e´lement de Z(φ), il en est de meˆme de (u′, ξ(φ)(u)). Le mor-
phisme
τ(φ) : Z(φ) −→ Z(φ)
(u, u′) 7−→ (u′, ξ(φ)(u))
est un automorphisme de Z(φ).
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Imme´diat .
Remarque : On peut montrer que la GL(W )-orbite de φ est entie`rement de´termine´e par la
connaissance de ν(φ). Ceci implique que Z(φ) est entie`rement de´termine´e si on connait ν(φ)
(cf. [2]).
2.2. Quelques proprie´te´s de Z(φ)
Proposition 2.2. La varie´te´ Z(φ) est irre´ductible.
Lemme 2.3. Le morphisme ξ(φ) posse`de un nombre fini de points fixes.
De´monstration. Soit Y la sous-varie´te´ de G2,4 des points fixes de ξ(φ). Si u ∈ Y , il est clair
que u ⊂ Q(φ). Si Y est de dimension au moins 2, Q(φ) est donc de rang 1 ou 2, et il existe
un hyperplan H0 de W tel que Y contienne tous les plans de W contenus dans H0. Soient u, v
des points distincts de Y , avec u ⊂ H0, v ⊂ H0. On a alors
H0 = u+ v,
donc
φ(H0) = φ(u+ v) = φ(u) + φ(v) = u
⊥ + v⊥ = (u ∩ v)⊥.
Donc u ∩ v = φ(H0)⊥, et Y ne contient donc pas tous les plans contenus dans H0. Donc
dim(Y ) ≤ 1. 
Notons U le sous-fibre´ universel de W ⊗OG2,4 . Soit
P (φ) = P(U)×G2,4 P(ξ(φ)∗U).
C’est une varie´te´ irre´ductible. On note pi la projection P (φ) −→ G2,4. Soient
C = {(u, v) ∈ Z(φ), u = v}, C ′ = {(u, v) ∈ Z(φ), ξ(φ)(u) = v},
B = {(u, v) ∈ Z(φ), u ∩ ξ(φ)(u) ∩ v 6= {0}}.
Ce sont des sous-varie´te´s ferme´es de Z(φ).
Soient V la sous-varie´te´ ferme´e de G2,4 constitue´e des u tels que u.ξ(φ)(u) = 0 et
W0 = {(l1, l2) ∈ P (φ), l1 = l2},
W ′0 = {(l1, l2) ∈ P (φ), l1 ou l2 ⊂ pi(l1, l2) ∩ ξ(φ)(pi(l1, l2))},
qui sont des sous-varie´te´s ferme´es de P (φ) au dessus de V .
Lemme 2.4. La varie´te´ V est une hypersurface de G2,4 qui est irre´ductible si Q(φ) l’est.
De´monstration. Soient u un point de V et l1 une droite de u∩ ξ(φ)(u). Alors l1 est un point de
Q(φ) et u ⊂ tφ(l1)⊥. Re´ciproquement, si l1 est un point de Q(φ), tout plan de W contenant
l1 et contenu dans
tφ(l1)
⊥ est un point de V . On a donc un morphisme surjectif P(E) −→ V ,
E de´signant le fibre´ vectoriel de rang 2 sur Q(φ) de´fini par : El =
tφ(l)/l pour tout l ∈ Q(φ).
Il en de´coule que V est de dimension 3, donc est une hypersurface de G2,4, et est irre´ductible
si Q(φ) l’est. 
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De´montrons maintenant la proposition 2.2. Il de´coule aise´ment des deux lemmes pre´ce´dents
que W0 est de dimension 3 et irre´ductible si Q(φ) l’est, et que W
′
0 est de dimension 4.
Conside´rons les morphismes rationnels
f : Z(φ) −→ P (φ)
(u, v) 7−→ (u ∩ v, ξ(φ)(u) ∩ v),
et
g : P (φ) −→ Z(φ)
(l1, l2) 7−→ (pi(l1, l2), l1 ⊕ l2).
Le morphisme f est re´gulier au dessus de Z(φ) \ (C ∪ C ′), et g l’est au dessus de P (φ) \W0.
Le morphisme f induit un isomorphisme
Z(φ) \B ' P (φ) \ (W0 ∪W ′0),
dont l’inverse est la restriction de g.
D’autre part, soit pi1 : Z(φ) −→ G2,4 la premie`re projection. Si u est un point de G2,4 \ V , on
a
pi−11 (u) ' P(u)× P(ξ(φ)(u)) ' P1 × P1.
Si u est un point de V qui n’est pas un point fixe de ξ(φ), pi−11 (u) est constitue´ des deux plans
projectifs distincts : P1(u) = {(u, v), v ⊂ u + ξ(φ)(u)} et P2(u) = {(u, v), u ∩ ξ(φ)(u) ⊂ v}.
Enfin, si ξ(φ)(u) = u, pi−11 (u) est de dimension 3. La varie´te´ B est constitue´e des plans P2(u)
ci-dessus, u parcourant l’ouvert de V des points non invariants par ξ(φ), et des fibres de pi1 au
dessus des points fixes de ξ(φ). Il en de´coule que B est de dimension 5.
Maintenant, les composantes irre´ductibles de Z(φ) sont de dimension au moins 6, car Z(φ) est
une sous-varie´te´ de G2,4 ×G2,4 de´finie par deux e´quations. Donc pour montrer que Z(φ) est
irre´ductible il suffit de montrer que Z(φ) \B l’est, ce qui de´coule du fait que
Z(φ) \B ' P (φ) \ (W0 ∪W ′0) et que P (φ) est irre´ductible.
Remarques : 1) Soit S la sous-varie´te´ ferme´e de Z(φ) constitue´e des points (u, v) tels qu’il
existe une droite l de W telle que l ⊂ u, v ⊂ φ(l)⊥. Rappelons que
C = {(u, v) ∈ Z(φ), u = v}, C ′ = {(u, v) ∈ Z(φ), ξ(φ)(u) = v}.
Alors on peut montrer que Z(φ) est normale et que l’ensemble des points singuliers de Z(φ)
est C ∪ C ′ ∪ S (cf. [2], prop. 2.9).
2) On suppose que Q(φ) est inte`gre. Soient p1,p2 les projections Z(φ) −→ G2,4, D une section
hyperplane de G2,4, Γ un hyperplan de P(W ),
P = p∗1(D) , P
′ = p∗1(D),
K1 = {(u, v) ∈ Z(φ), u ∩ v ∩ Γ 6= ∅}, K2 = {(u, v) ∈ Z(φ), ξ(φ)(u) ∩ v ∩ Γ 6= ∅}.
On montre alors que P ,P ′,K1 et K2 sont des hypersurfaces de Z(φ) et que le groupe des classes
d’e´quivalence line´aire de diviseurs de Weil de Z(φ) est isomorphe a` Z4, et est engendre´ par
P ,P ′,K1 et K2 (cf. [2], thm. 2.11).
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2.3 — Interpre´tation ge´ome´trique
On suppose que W est un sous-espace vectoriel de H0(P2,O(2)). Soit
σ : P2 −→ P(W )
un morphisme rationnel. On suppose que :
1) σ∗(O(1)) = O(2) .
2) σ∗ : W ∗ −→ H0(P2,O(2)) induit un isomorphisme W ∗ ' W .
3) Pour tout point P de P2 ou` σ est de´fini, on a P ∈ σ(P ), σ(P ) e´tant vu comme une conique
de P2.
On note φ l’inverse de σ∗ : W ∗ −→ W .
Lemme 2.5. Le morphisme σ est a` valeurs dans Q(φ), et pour tous points P ,Q de P2 ou` σ est
de´fini, on a Q ∈ σ(P ) si et seulement si φ(σ(P )).σ(Q) = 0 .
De´monstration. La seconde assertion de´coule du fait qu’on a
φ(σ(P )).σ(Q) = σ∗ ◦ φ(σ(P ))(Q) = σ(P )(Q).
La premie`re en de´coule car si σ est de´fini en P on a
φ(σ(P ))(σ(P )) = σ(P )(P ) = 0
d’apre`s la proprie´te´ 3 de σ, et donc σ(P ) ∈ Q(φ). 
Proposition 2.6. Si σ ve´rifie les proprie´te´s 1,2,3, on est dans l’un des trois cas suivants :
1) P(W ) est l’espace des coniques passant par deux points fixes distincts de P2.
2) P(W ) est l’espace des coniques passant par un point fixe de P2 et tangentes a` une droite fixe
de P2 en ce point.
P(W ) est l’espace des coniques invariantes par une involution non triviale de P2.
Dans les cas 1 et 2, σ induit un isomorphisme birationnel P2 ' Q(φ).
De´monstration. Posons V = H0(P2,O(1))∗ , et soit (x, y, z) une base de V . Moyennant un
changement de base de V ∗, on peut supposer que W⊥ ⊂ S2V admet pour base un des 7
couples suivants :
(x2, xy), (x2, y2), (xy, xz), (xy, z(x+ y + z)), (xy, z(x+ y)), (xy, z(x+ z)), (xy, z2).
Les trois premiers ces sont ceux de la proposition. Il faut montrer que les autres cas ne peuvent
pas se produire. Posons
φ−1 =
∑
0≤i≤3
si ⊗ ti,
avec si, ti ∈ W . La condition 3 sur σ signifie que
∑
0≤i≤3
si.ti = 0 dans H
0(P2,O(4)). Cela
implique que la restriction a` S2W du morphisme canonique
S2(H0(P2,O(2)) −→ H0(P2,O(4))
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n’est pas injective. L’examen des cas 1 a` 7 montre que seuls les cas 1,2,3 sont possibles.
Montrons que σ induit un isomorphisme P2 ' Q(φ) dans le cas 2 (l’autre cas est analogue).
Relativement a` une base convenable de W , il est clair que σ est de la forme
(a, b, c) 7−→ (ac, b2, bc, c2).
Donc σ est un isomorphisme birationnel de P2 sur une quadrique irre´ductible. Puisque d’apre`s le
lemme 2.5, σ est a` valeurs dans Q(φ), il reste a` voir que ce dernier n’est pas P(W ) tout entier,
c’est-a`-dire que φ n’est pas antisyme´trique. Soit (X, Y, Z) la base de V ∗ duale de (x, y, z).
D’apre`s les proprie´te´s de σ, on voit que si W est muni de la base (XZ, Y 2, Y Z, Z2), la matrice
de tφ−1 relativement a` cette base et a` la base duale est de la forme
0 0 c0 d0
−c0 0 c1 d1
−d0 −c1 c2 d2
0 −d1 − c2 −d2 0
 .
Il est donc clair que φ, e´tant un isomorphisme, ne peut pas eˆtre antisyme´trique. 
On suppose qu’on est dans le cas 1 ou le cas 2 de la proposition 2.6. Si P0,P1 des points de P2,
on note C(P0, P1) le sous-espace vectoriel de W constitue´ des coniques passant par P0 et P1.
Si P0 et P1 sont ge´ne´raux, C(P0, P1) est un plan de W .
Proposition 2.7. Soient P0,P1 des points ge´ne´raux de P2. Alors σ(P0)∩σ(P1) contient deux
points distincts P2,P3 en plus des points de base de W , et on a
ξ(φ)(σ(P0) ∧ σ(P1)) = σ(P2) ∧ σ(P3) , ξ(φ)(C(P0, P1)) = C(P2, P3) = σ(P0) ∧ σ(P1).
De´monstration. Cela de´coule du lemme 2.5. 
Remarques : 1) On suppose qu’on est dans le cas 1 ou le cas 2 de la proposition 2.6. Alors
T = σ−1 ◦ ν(φ) ◦ σ est un automorphisme birationnel de P2, et pour tout point P de P2 ou`
σ est de´fini, σ est aussi de´fini en T (P ) et on a T (P ) ∈ σ(P ). On a σ ◦ T = T ◦ σ. Dans la
situation de la proposition 2.7, les points de σ(P2) ∩ σ(P3) autres que les points de base de
W sont T (P0) et T (P1).
2) Soient W0 un C-espace vectoriel de dimension 4, φ : W0 −→ W ∗0 un isomorphisme tel
que Q(φ) soit une quadrique de rang au moins 3. Alors on peut montrer qu’il existe un
morphisme σ posse´dant les proprie´te´s 1,2,3 et un isomorphisme  : W −→ W0 tels que
σ∗ =  ◦ φ−1 ◦ t. Cependant deux tels σ ne peuvent pas en ge´ne´ral se de´duire l’un de l’autre
par un automorphisme de P2.
3) Ge´ome´triquement parlant, un point de Z(φ) est un couple
ω = (σ(P0) ∧ σ(P1), σ(Q0) ∧ σ(Q1))
tel qu’il existe une conique e´le´ment de P(W ) passant par P0, P1, Q0, Q1, ainsi qu’une conique
e´le´ment de P(W ) passant par P2, P3, Q0, Q1, ou` P2,P3 sont les points d’inter-section de σ(P0)
et σ(P1) autres que les points de base de W . Le lemme 2.1 signifie que l’ on a
τ(φ)(ω) = (σ(Q0) ∧ σ(Q1), σ(P2) ∧ σ(P3)).
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Les points de σ(P2) ∩ σ(P3) autres que les points de base de W sont T (P0) et T (P1). On a
τ(φ)4(ω) = (T (σ(P0)) ∧ T (σ(P1)), T (σ(Q0)) ∧ T (σ(Q1))).
Exemples :
1) Un exemple du cas 1 est fourni par l’e´tude des fibre´s exceptionnels sur P1 × P1 (cf. [8]).
Dans ce cas W est engendre´ par XY , XZ, Y Z et Z2, et σ est dans cette base le morphisme
(x, y, z) 7−→ (z2, z2 − yz, z2 − xz, xy − xz − yz),
c’est-a`-dire que σ associe au point (x, y) de R2 l’hyperbole d’e´quation
(X − (x− 1))(Y − (y − 1)) = 1.
On dans ce cas T (x, y, z) = (x−2z, y−2z, z) et T est, restreint a` R2, la translation de vecteur
(−2,−2).
2) Dans le cas 2, un exemple de morphisme σ sera donne´ au chapitre 3, pour lequel
l’automorphisme T de P2 n’est pas line´aire. Mais il est possible aussi dans le cas 2 que T
soit line´aire. Par exemple, supposons que W soit engendre´ par XZ, Y 2, Y Z et Z2. On con-
side`re le morphisme σ donne´ par :
σ(x, y, z) = (yz,−z
2
2
, yz − xz,−y
2
2
).
Dans ce cas on a T (x, y, z) = (x− 2y, y,−z) .
2.3. Mutations
On se place sous les hypothe`ses du § 2.1.
Lemme 2.8. Soit (u, v) un point de Z(φ).
1) On suppose que u 6= v et u ∩ v 6= ξ(φ)(u) ∩ ξ(φ)(v). Alors
(v, (u ∩ v)⊕ (ξ(φ)(u) ∩ ξ(φ)(v)))
est aussi un e´le´ment de Z(φ).
2) On suppose que ξ(φ)(u) 6= v et ξ(φ)(u) ∩ v 6= ξ(φ)(v) ∩ ν(φ)(u). Alors
(v, (ξ(φ)(u) ∩ v)⊕ (ξ(φ)(v) ∩ ν(φ)(u)))
est aussi un e´le´ment de Z(φ).
Imme´diat.
On a donc deux morphismes rationnels L1 et L2, de Z(φ) dans lui-meˆme, appele´s mutations et
de´finis par :
L1(u, v) = (ξ(φ)
−1((u ∩ v)⊕ (ξ(φ)(u) ∩ ξ(φ)(v))) , v),
L2(u, v) = (ξ(φ)
−1((ξ(φ)(u) ∩ v)⊕ (ξ(φ)(v) ∩ ν(φ)(u))) , v).
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Proposition 2.9. On a
L2 = τ(φ) ◦ L1 ◦ τ(φ)−1 ◦ L1 ◦ τ(φ)
et
L1 = τ(φ)
−1 ◦ L2 ◦ τ(φ) ◦ L2 ◦ τ(φ)−1.
De´monstration. On ne de´montrera que la premie`re e´galite´, la seconde e´tant analogue. Soit
(u, v) un point ge´ne´ral de Z(φ). Posons
u0 = ξ(φ)
−1((v ∩ ξ(φ)(u))⊕ (ξ(φ)(v) ∩ ν(φ)(u))),
u1 = ξ(φ)
−1((u ∩ u0)⊕ (ξ(φ)(u) ∩ ξ(φ)(u0))).
On a
τ(φ) ◦ L1 ◦ τ(φ)−1 ◦ L1 ◦ τ(φ)(u, v) = τ(φ) ◦ L1 ◦ τ(φ)−1 ◦ L1(v, ξ(φ)(u))
= τ(φ) ◦ L1 ◦ τ(φ)−1(u0, ξ(φ)(u)),
= τ(φ) ◦ L1(u, u0),
= τ(φ)(u1, u0) = (u0, ξ(φ)(u1)).
Il faut donc montrer que ξ(φ)(u1) = v. Pour cela on remarque d’abord que ξ(φ)(u1)∩ξ(φ)(u0)
contient ξ(φ)(u) ∩ ξ(φ)(u0), qui contient lui-meˆme v ∩ ξ(φ)(u). Il reste a` de´montrer que
u ∩ u0 ⊂ v. En effet, si cela est de´montre´ on aura v = (u ∩ u0) ⊕ (v ∩ ξ(φ)(u)) = ξ(φ)(u1).
L’inclusion u ∩ u0 ⊂ v e´quivaut a` ξ(φ)(v) ⊂ ξ(φ)(u) + ξ(φ)(u0), ce qui est vrai car
ξ(φ)(v) ∩ ξ(φ)(u) 6= {0} et ξ(φ)(v) ∩ ξ(φ)(u0) = ξ(φ)(v) ∩ ν(φ)(u) 6= {0} . 
Proposition 2.10. Les morphismes L1,L2 sont des isomorphismes birationnels et on a
L−11 (u, v) = ((ξ(φ)
−1(v) ∩ u)⊕ (v ∩ ξ(φ)(u)), v),
L−12 (u, v) = ((ξ(φ)
−1(u) ∩ ξ(φ)−1(v))⊕ (u ∩ v), v).
De´monstration. Analogue a` celle de la proposition 2.9. 
Proposition 2.11. On a
τ(φ)−1 ◦ L1 ◦ τ(φ)3 ◦ L1 ◦ τ(φ)−1 ◦ L1 = τ(φ) ◦ L2 ◦ τ(φ)−3 ◦ L2 ◦ τ(φ) ◦ L2 = IZ(φ).
Imme´diat.
Ce re´sultat ge´ne´ralise la proprie´te´ 4 des he´lices de fibre´s exceptionnels donne´e au § 1.2.
Proposition 2.12. On a L1 ◦ L2 = L1 ◦ L2 .
De´monstration. Analogue a` celle de la proposition 2.9. 
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Ce re´sultat correspond a` la proprie´te´ 5 des he´lices de fibre´s exceptionnels donne´e au § 1.2.
Interpre´tation ge´ome´trique : on suppose que φ provient d’un morphisme rationnel
σ : P2 −→ P(W ) posse´dant les proprie´te´s 1,2,3 du §2.1. On suppose qu’on est dans le cas 1 ou
le 2 de la proposition 2.6. Soient P0,P1,Q0,Q1 des points ge´ne´raux de P2. Soient P2,P3 (resp.
Q2,Q3) les points d’intersection de σ(P0) et σ(P1) (resp. σ(Q0) et σ(Q1)) autres que les points
de base de W . Alors il passe une unique conique c (resp. c′) e´le´ment de P(W ) par P0,P1,Q0,Q1
(resp. P2,P3,Q2,Q3), et on a
τ(φ) ◦ L1(σ(P0) ∧ σ(P1), σ(Q0) ∧ σ(Q1)) = (σ(Q0) ∧ σ(Q1), c⊕ c′).
2.4. La varie´te´ Z(φ) associe´e a` P3
Soient WK = K(P3)⊗ C qu’on munit de la forme biline´aire χ(x, y) telle que pour tous fibre´s
vectoriels E,F sur P3 on ait χ([E], [F ]) = χ(E∗ ⊗ F ), φK l’isomorphisme WK −→ W ∗K de´fini
par χ(x, y) = x.φK(y) pour tous x, y dans WK . Relativement a` la base
f0 = [O(−4)], f1 = [(∧2Q∗)(−3)], f2 = [Q∗(−3)], f3 = [O(−3)],
la matrice de φK est 
1 4 6 4
0 1 4 6
0 0 1 4
0 0 0 1

Soit (E0, E1, E2, E3)une base d’he´lice de fibre´s exceptionnels . Alors il est aise´ de voir que
(C[E0]⊕ C.[E1],C.[E1]⊕ C.[E2]) est un e´le´ment de Z(φK). On obtient ainsi une application
ΛK : B(P3) −→ Z(φK).
Soient τ et L les automorphismes de B(P3) de´finis par
τ(E0, E1, E2, E3) = (E1, E2, E3, E0(4)) , L(E0, E1, E2, E3) = (E0, E, E1, E3),
E e´tant le noyau du morphisme d’e´valuation E1 ⊗ Hom(E1, E2) −→ E2. Alors on a
τ(φK) ◦ ΛK = ΛK ◦ τ et L1 ◦ ΛK = ΛK ◦ L .
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3. Courbes planes associe´es aux bases d’he´lices de fibre´s exceptionnels
3.1. Courbes planes associe´es aux fibre´s exceptionnels
Soit E un fibre´ exceptionnel de rang r sur P3. On a alors χ(E∗ ⊗ E) = 1, d’ou` on de´duit,
compte tenu du the´ore`me de Riemann-Roch tel qu’il est exprime´ au § 1.1 le
Lemme 3.1. On a ∆2(E) =
1
4
(1− 1
r2
).
Si maintenant X est un fibre´ vectoriel sur P3, et si on pose ∆i = ∆i(X) pour 1 ≤ i ≤ 3, on a
χ(X∗ ⊗ E)
r.rg(X)
= −1
6
z3 + (∆2 + ∆2(E) +
1
6
)z + ∆3(E)−∆3,
avec z = ∆1 −∆1(E) − 2 . Au fibre´ exceptionnel E on associe la surface S(E) de R3 (muni
des coordonne´es ∆1,∆2,∆3) d’e´quation
∆3 = −1
6
(∆1 −∆1(E)− 2)3 + (∆2 + ∆2(E) + 1
6
)(∆1 −∆1(E)− 2) + ∆3(E).
On note P (E) le point de R3 correspondant a` E, c’est-a`-dire
P (E) = (∆1(E),∆2(E),∆2(E)),
qui est d’apre`s le lemme 3.1 situe´ en dessous du plan H d’e´quation ∆2 =
1
4
. Ce plan H est
muni des coordonne´es ∆1,∆3. On note C(E) l’intersection de H et S(E). D’apre`s le lemme 3.1,
c’est la cubique d’e´quation
∆3 = −1
6
(∆1 −∆1(E)− 2)3 + (2
3
− 1
4r2
)(∆1 −∆1(E)− 2) + ∆3(E).
3.2. Paires exceptionnelles
Soient (E,F ) une paire exceptionnelle, (Fi)i∈Z la suite de fibre´s exceptionnels associe´e, de´finie
par :
F0 = E , F1 = F,
et pour tout entier i on a une suite e´xacte
0 −→ Fi−1 −→ Fi ⊗ Hom(Fi, Fi+1) −→ Fi+1 −→ 0,
dont le second morphisme est l’e´valuation. On pose k = dim(Hom(Fi, Fi+1)), qui est
inde´pendant de i.
Proposition 3.2. La suite (P (Fi))i∈Z a des limites quand i tend vers +∞ ou −∞. Ce sont
des points de H.
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De´monstration. On a, pour tout entier i
∆1(Fi+2) =
c1(Fi+2)
rg(Fi+2)
=
k.c1(Fi+1)− c1(Fi)
k.rg(Fi+1)− rg(Fi) ,
et le fait que lim
i→+∞
∆1(Fi) et lim
i→−∞
∆1(Fi) existent est une proprie´te´ bien connue des suites
re´currentes. D’autre part, d’apre`s le lemme 3.1 et le fait que lim
i→±∞
rg(Fi) = +∞, on a
lim
i→±∞
∆2(Fi) =
1
4
, ce qui montre que les limites de P (Fi) lorsque i tend vers +∞ ou −∞, si
elles existent, sont des points de H.
Il reste a` voir que ∆3(Fi) posse`de des limites lorsque i tend vers +∞ ou −∞. Soient E2,E3
des fibre´s exceptionnels tels que (E,F,E2, E3) soit une base d’he´lice. Alors pour tout entier i
il en est de meˆme de (Fi, Fi+1, E2, E3). On a donc χ(E
∗
2 ⊗ Fi) = 0, et en utilisant la formule
de Riemann-Roch donne´e au § 1.1, on obtient une e´quation du type
∆3(Fi) = Φ(∆1(Fi),∆2(Fi)),
Φ e´tant un polynoˆme inde´pendant de i. Il en de´coule, par continuite´ de Φ, que les limites de
∆3(Fi) lorsque i tend vers +∞ ou −∞ existent. 
Posons
∆k+ = lim
i→+∞
∆k(Fi) , ∆k− = lim
i→−∞
∆k(Fi) , k = 1, 3.
Les cubiques C(Fi) ont des limites lorsque i tend vers +∞ ou −∞. L’e´quation de
C+ = limi→+∞C(Fi) (resp. C− = limi→−∞C(Fi)) est
∆3 = −1
6
(∆1 −∆1+ − 2)3 + 2
3
(∆1 −∆1+ − 2) + ∆3+
(resp. ∆3 = −1
6
(∆1 −∆1− − 2)3 + 2
3
(∆1 −∆1− − 2) + ∆3−).
Ce sont des translate´es de la cubique d’e´quation ∆3 = −16∆31 + 23∆1 . On a
(∆1+,∆3+) ∈ C+ , (∆1−,∆3−) ∈ C−.
3.3. Construction ge´ome´trique de la varie´te´ Z(φ) associe´e a` P3
Les cubiques associe´es aux fibre´s exceptionnels et aux paires exceptionnelles ont des e´quations
du type
∆3 = −1
6
(∆1 −X0)3 + β(∆1 −X0) + Y0.
Les cubiques ve´rifiant la condition β = 2
3
sont dites spe´ciales. Dans ce cas le point (X0−2, Y0)
appartient a` la cubique et on l’appelle l’origine de la cubique. Les cubiques limites associe´es
aux paires exceptionnelles sont spe´ciales et les origines de ces cubiques sont les points limites
correspondants. Ces cubiques ont toutes le meˆme terme de plus haut degre´, c’est −1
6
∆31. On
conside`re l’automorphisme de R2
λ : (X, Y ) 7−→ (X, Y + 1
6
X3).
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L’image de la cubique pre´ce´dente par λ est la conique d’e´quation
Y =
X0
2
.X2 + (β − X
2
0
2
).X +
X30
6
− βX0 + Y0.
Si la cubique est spe´ciale, la conique est aussi dite spe´ciale et son origine est le point
(X0 − 2, Y0 + 16(X0 − 2)3).
On suppose que R2 ⊂ P2, ce dernier e´tant muni des coordonne´es X,Y ,Z, le point de P2
correspondant a` (X, Y ) ∈ R2 e´tant (X, Y, 1). Soit W le sous-espace vectoriel de H0(P2,O(2))
constitue´ des formes quadratiques du type
u.Y Z + v.X2 + w.XZ + t.Z2.
C’est donc l’espace des e´quations de coniques passant par (0, 1, 0) et tangentes a` la droite
d’e´quation Z = 0 en ce point. Les coniques de R2 conside´re´es pre´ce´demment sont des traces
sur R2 de coniques de W . Les coniques spe´ciales sont les points de la quadrique d’e´quation
wu+
2
3
u2 − 2v2 = 0.
On munit P(W ) des coordonne´es Y Z,X2,XZ,Z2. Le morphisme rationnel associant a` un point
du plan la conique spe´ciale passant par ce point est
σ : P2 −→ P(W )
(x, y, z) 7−→ (−z2, xz
2
+ z2,−x2
2
− 2xz − 4
3
z2, yz + x2 + 4
3
xz).
On voit aise´ment que σ ve´rifie les conditions 1,2,3 du § 2.3. La matrice de l’application
φ = (σ∗)−1 : W −→ W ∗ relativement a` la base (Y Z,X2, XZ,Z2) est
8
3
−16
3
2 −1
16
3
−8 2 0
2 −2 0 0
1 0 0 0
 .
Soit α = (E0, E1, E2, E3) un base d’he´lice de fibre´s exceptionnels sur P3. On note u(α)
(resp. v(α)) le plan de W engendre´ par les coniques λ(C(E0)) et λ(C(E1)) (resp. λ(C(E1)) et
λ(C(E2))) (ou plus e´xactement par les coniques de P2 engendre´es par ces coniques re´elles).
Proposition 3.3. 1) L’application
Λ : B(P3) −→ G2,4 ×G2,4
α 7−→ (u(α), v(α))
est a` valeurs dans Z(φ).
2) On a τ(φ) ◦ Λ = Λ ◦ τ et L1 ◦ Λ = Λ ◦ L .
De´monstration. Soient (Fi)i∈Z la suite de fibre´s exceptionnels associe´e a` la paire (E2, E3),
P− = lim
i→−∞
P (Fi), P+ = lim
i→+∞
P (Fi). On a pour tout entier i, χ(Fi, E0) = χ(Fi, E1) = 0, donc
P (Fi) ∈ S(E0) ∩ S(E1), et par passage a` la limite, on a P−, P+ ∈ C(E0) ∩C(E1). Comme ces
points sont distincts, on a
C(E0) ∩ C(E1) = {P−, P+, (0, 1, 0)},
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et u(α) est e´xactement la droite projective des coniques de P(W ) passant par λ(P−) et λ(P+).
Soient (Gi)i∈Z la suite de fibre´s exceptionnels associe´e a` la paire (E0, E1), Q− = lim
i→−∞
P (Gi),
Q+ = lim
i→+∞
P (Gi). Alors ce qui pre´ce`de montre que pour tout entier i on a aussi
C(Gi) ∩ C(Gi+1) = {Q−, Q+, (0, 1, 0)},
d’ou` on de´duit que
λ(C(E0)) ∧ λ(C(E1)) = λ(C(Q−)) ∧ λ(C(Q+)).
De meˆme, on a λ(C(E2))∧λ(C(E3)) = λ(C(P−))∧λ(C(P+)). Il de´coule donc de la proposition
2.7 que
ξ(φ)(u(α)) = λ(C(E2)) ∧ λ(C(E3)).
On a donc
u(α) ∩ v(α) = λ(C(E1)) , v(α) ∩ ξ(φ)(u(α)) = λ(C(E2)),
ce qui de´montre 1).
La de´monstration de 2) est analogue. 
Pour finir on montre qu’on obtient finalement la meˆme construction qu’au § 2.5.
Proposition 3.4. Il existe un isomorphisme η : WK −→ W tel que φK = tη ◦ φ ◦ η et si
η′ : Z(φK) −→ Z(φ) est l’isomorphisme de´duit de η on a un diagramme commutatif
B(P3)
ΛK−−−→ Z(φK)∥∥∥ yη′
B(P3)
Λ−−−→ Z(φ)
De´monstration. On suppose que WK est muni de la base (f0, f1, f2, f3) du § 2.5, et W de la
base (Y Z,X2, XZ,Z2). L’application η a pour matrice
1 3 3 1
1
5
2
2
1
2
19
12
9
4
3
4
1
12
1
2
−5
4
−1 −1
4

relativement a` ces bases. 
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4. Equations ve´rifie´es par les invariants des fibre´s exceptionnels
4.1. Sous-varie´te´s de G2,4
On se place sous les hypothe`ses du § 2.1, et on suppose que ξ(φ) ◦ ξ(φ) 6= −IG2,4 . Soient
u, v ∈ G2,4, vus comme des droites de P(W ). Si u ∩ v 6= ∅, on note Z(u, v) l’ensemble des
droites de P(W ) rencontrant u et v. C’est une surface de G2,4.
Lemme 4.1. L’ensemble {u, v} est entie`rement de´termine´ par Z(u, v).
De´monstration. En effet, u∪v est le lieu des points de P(W ) qui sont des intersections d’e´le´ments
de Z(u, v). 
On notera plus simplement Zu = Z(u, ξ(φ)(u)) si u.ξ(φ(u)) 6= 0.
Soient P ⊂ P(W ) un plan projectif et x ∈ P . Soit L l’ensemble des droites de P(W )
contenant x et contenues dans P. C’est une droite de G2,4. Soit VL l’adhe´rence de l’union des
Zu, u parcourant L. C’est un volume de G2,4, d’apre`s le lemme pre´ce´dent.
Lemme 4.2. Le plan P et le point x sont entie`rement de´termine´s par VL.
De´monstration. Soient A et B des e´le´ments de ∧2W tels que a = C.A et b = C.B engendrent
P et passent par x. Soit
ξ¯ : ∧2W −→ ∧2W
un automorphisme au dessus de ξ(φ). On peut supposer que ξ¯ est orthogonal respectivement
a` la forme quadratique j sur ∧2W . Alors, si d ∈ G2,4, on a d ∈ VL si et seulement si il existe
des scalaires non tous nuls λ et µ tels que
D.(λ.A+ µ.B) = D.(λ.ξ¯(A) + µ.ξ¯(B)) = 0,
ce qui e´quivaut a` ∣∣∣∣ D.A D.BD.ξ¯(A) D.ξ¯(B)
∣∣∣∣ = 0.
Soit (e0, . . . , e5) une base orthogonale de ∧2W et posons
A =
∑
0≤i≤5
ai.ei , B =
∑
0≤i≤5
bi.ei , D =
∑
0≤i≤5
di.ei,
fi = ξ¯(ei) , 0 ≤ i ≤ 5.
Alors on a d ∈ VL si et seulement si ∑
0≤i,j≤5
λij.didj = 0,
avec
λij =
∑
0≤k≤5
(aibk − akbi)ek.fj .
Autrement dit, VL est l’intersection de G2,4 avec la quadrique de P(∧2W ) de´finie par l’e´quation∑
0≤i≤5
λij.XiXj = 0.
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Toute quadrique de P(∧2W ) contenant VL a une e´quation qui est une combinaison line´aire de
la pre´ce´dente et de ∑
0≤i≤5
X2i = 0.
Supposons que VL = VL′ , L
′ e´tant engendre´e par C.A′ et C.B′, avec
A′ =
∑
0≤i≤5
a′i.ei , B
′ =
∑
0≤i≤5
b′i.ei.
Il existe alors des scalaires s, t tels que
(a′ib
′
j − a′jb′i).(ei.fj) = s.I5 + t.(aibj − ajbi).(ei.fj).
D’ou` on de´duit que s.(ei.fj)
−1 est une matrice antisyme´trique. Si s 6= 0, ceci implique que
ξ¯ ◦ ξ¯ = −IG2,4 , contrairement a` l’hypothe`se. On a donc s = 0 , d’ou`
(a′ib
′
j − a′jb′i) = t.(aibj − ajbi)
et L = L′. 
4.2. La sous-varie´te´ de Z(φK) engendre´e par B(P3)
Soit Exc le sous-ensemble de P(WK) constitue´ des points associe´s aux fibre´s exceptionnels .
A toute paire exceptionnelle (E0, E1) on associe l’e´le´ment C.[E0] ⊕C.[E1] de G2,4. Il ne de´pend
en fait que de la suite (Fi)i∈Z de fibre´s exceptionnels associe´e a` (E0, E1). On note note SExc
le sous-ensemble de G2,4 constitue´ de ces points.
Soit H(φK) la sous-varie´te´ ferme´ de P(WK)× P(WK) constitue´e des (x, y) tels que
χ(x, y) = x.φK(y) = 0. A toute paire exceptionnelle (E0, E1) on associe le point ([E1], [E0]) de
H(φK). On note PExc le sous-ensemble de H(φK) constitue´ de ces points.
On rappelle enfin qu’on peut voir l’ensemble B(P3) des bases d’he´lices de fibre´s exceptionnels
sur P3 comme un sous-ensemble de Z(φK).
Proposition 4.3. On a, pour la topologie de Zariski :
(i) Exc est dense dans P(WK) ,
(ii) Sexc est dense dans G2,4 ,
(iii) B(P3) est dense dans Z(φK),
Pexc est dense dans H(φK).
De´monstration. De´montrons d’abord (ii). Soit X l’adhe´rence de SExc dans G2,4. Soit
(E0, E1, E2, E3) une base d’he´lice . Posons u = C.[E0] ⊕ C.[E1]. Alors on a
ξ(φK)(u) = C.[E2] ⊕C.[E3]. Soit (Fi)i∈Z (resp. (Gi)i∈Z) la suite de fibre´s exceptionnels associe´e
a` (E0, E1) (resp. (E2, E3)), c’est-a`-dire que F0 = E0, F1 = E1 (resp. G0 = E2, G1 = E3) et que
pour tout entier i on a une suite e´xacte
0 −→ Fi−1 −→ Fi ⊗ Hom(Fi, Fi+1) −→ Fi+1 −→ 0
(resp. 0 −→ Gi−1 −→ Gi ⊗ Hom(Gi, Gi+1) −→ Gi+1 −→ 0).
22 J.M. DRE´ZET
Alors, pour tous entiers k, l,
ukl = C.[Fk] ⊕ C.[Gl]
est un point de Zu, car on a
u ∩ ukl = C.[Fk] et ξ(φK)(u) ∩ ukl = C.[Gl].
Il en de´coule que pour tout entier k, X contient la courbe constitue´e des droites passant par
C.[Fk] et rencontrant ξ(φK)(u). D’ou` on de´duit que Zu ⊂ X. Soit k un entier. Puisque
Zukl ⊂ X pour tout l, on a d’apre`s le lemme 4.1, VLk ⊂ X, Lk de´signant la droite de G2,4
constitue´e des droites de P(W ) passant par C.[Fk] et rencontrant ξ(φK)(u). D’apre`s le lemme
4.2, il en de´coule que X est de dimension au moins 4. Donc X = G2,4, ce qui de´montre (ii).
De´montrons maintenant (i). Soit Y l’adhe´rence de Exc dans P(WK). Alors, pour tout entier
k, Y contient le point C.[Fk] de la droite u. Donc u ⊂ Y . Soit k un entier. Alors, pour tout
entier l, Y contient la droite C.[Fk] ⊕ C.[Gl], donc Y contient le plan Pk engendre´ par C.[Fk]
et ξ(φK)(u). Puisque Y contient tous les plans Pk, on a Y = P(WK), ce qui de´montre (i).
Prouvons maintenant (iii). Soient T l’adhe´rence de B(P3) dans Z(φK) et pi la restriction a` T
de la premie`re projection
Z(φK) −→ G2,4.
D’apre`s la de´monstration de (ii), la fibre de pi au dessus de u est Zu, c’est-a`-dire que cette
fibre est de dimension maximale. Puisque la sous-varie´te´ ferme´e de T constitue´e des points z
tels que pi−1(pi(z)) soit de dimension maximale contient B(P3), cette sous-varie´te´ contient T ,
c’est-a`-dire que T = pi−1(X). Comme X = G2,4 d’apre`s (ii), on a T = Z(φK), ce qui de´montre
(iii).
Il reste a` de´montrer (iv). Soit R l’adhe´rence de PExc dans H(φK). On note α la restriction a`
R du morphisme rationnel
H(φK) −→ G2,4
associant a` (x,y) le plan x⊕ y ( si x 6= y). D’apre`s (ii), α est surjectif. Au dessus de u, la fibre
de α contient les points C.[Fi] ⊕ C.[Fi+1] , et est donc infinie. Donc elle est de dimension au
moins 1. En raisonnant comme dans la de´monstration de (iii), on voit que les fibres de α sont
de dimension au moins 1. Donc R est de dimension au moins 5. Comme dim(H(φK)) = 5, on
a R = H(φK), ce qui de´montre (iv). 
4.3. Equations alge´briques ve´rifie´es par les invariants des fibre´s exceptionnels
Fixons d’abord certaines notations.
Les applications
rg, c1, c2, c3 : K(P3) −→ Z
se prolongent en des fonctions re´gulie`res sur WK , qu’on note de la meˆme fac¸on. Le morphisme
θ : WK −→ C4
x 7−→ (rg(x), c1(x), c2(x), c3(x))
est un isomorphisme (non line´aire).
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Le morphisme
C4 −→ C4
(r, c1, c2, c3) 7−→ (r,∆1,∆2,∆3) ,
ou` ∆1, ∆2, ∆3 sont donne´s par les formules du § 1.1, est un isomorphisme birationnel. Son
inverse est le morphisme
(r,∆1,∆2,∆3) 7−→ (r, C1, C2, C3),
avec
C1 = r.∆1 , C2 =
r(r − 1)
2
.∆21 − r.∆2,
C3 =
r(r − 1)(r − 2)
6
.∆31 + r(r − 2).∆1∆2 + 2r.∆3.
On pose δi = ∆i◦θ , 1 ≤ i ≤ 3. On a donc, pour tout fibre´ vectoriel E sur P3, δi([E]) = ∆i(E).
Ce sont des fonctions rationnelles sur WK , de´finies en dehors de l’hyperplan d’e´quation r = 0.
On a, pour tous t ∈ C∗ , x ∈ WK tel que rg(x) 6= 0 ,
δi(tx) = δi(x).
Les fonctions δi de´finissent donc des fonctions rationnelles δ
′
i sur P(WK), et
µ : P(WK) −→ C3
x 7−→ (δ′1(x), δ′2(x), δ′3(x))
est un isomorphisme birationnel dont l’inverse est re´gulier.
De´monstration du the´ore`me C :
On utilise les notations de l’Introduction.
Soit P ∈ R′′ tel que pour tout fibre´ exceptionnel E sur P3 on ait
P (rg(E),∆1(E),∆2(E),∆3(E)) = 0.
On peut e´crire P sous la forme
P (R0,∆10,∆20,∆30) = R0.P1(R
2
0,∆10,∆20,∆30) + P2(R
2
0,∆10,∆20,∆30),
P1 et P2 e´tant des polynoˆmes. Soit
Q(X,∆10,∆20,∆30) = X.P1(X,∆10,∆20,∆30)
2 − P2(X,∆10,∆20,∆30)2.
Alors on a, pour tout fibre´ exceptionnel E sur P3
Q(rg(E)2,∆1(E),∆2(E),∆3(E)) = 0.
Soit Y la sous-varie´te´ de C4 de´finie par I ′′. C’est l’hypersurface inte`gre d’e´quation
R20.(1− 4∆20) = 1. On pose
Q(
1
1− 4∆20 ,∆10,∆20,∆30) =
S(∆10,∆20,∆30)
(1− 4∆20)k ,
S e´tant un polynoˆme et k un entier convenable. Alors, pour tout fibre´ exceptionnel E sur P3,
on a
S(∆1(E),∆2(E),∆3(E)) = 0.
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On a donc S ◦ µ = 0 sur Exc, et d’apre`s la proposition 4.3, ceci implique que S ◦ µ = 0, d’ou`
S = 0. L’inte´grite´ de Y entraˆıne que Q(R20,∆10,∆20,∆30) ∈ I ′′. Donc, I ′′ e´tant premier, on
a P ∈ I ′′ ou R0.P1(R20,∆10,∆20,∆30)− P2(R20,∆10,∆20,∆30) ∈ I ′′ . Dans le second cas, on
voit que pour tout fibre´ exceptionnel E sur P3 on a
Pi(rg(E)
2,∆1(E),∆2(E),∆3(E)) = 0, i = 1, 2,
d’ou`, par le meˆme raisonnement que pre´ce´demment on de´duit que P1, P2 ∈ I ′′, et finalement
aussi P ∈ I ′′. Ceci prouve le the´ore`me C.
De´monstration des the´ore`mes A et B :
On ne de´montrera que le the´ore`me A, le the´ore`me B e´tant analogue.
Soit Y la sous-varie´te´ ferme´e de C16 qui est la varie´te´ re´duite associe´e a` la sous-varie´te´ de´finie
par l’ide´al I. On va de´finir un morphisme rationnel
ρ : Z(φK) −→ Y.
Soit (u, v) un point ge´ne´ral de Z(φK). Posons
l0 = ξ(φK)
−1(v) ∩ u , l1 = u ∩ v , l2 = v ∩ ξ(φK)(u) , l3 = ξ(φK)(u) ∩ ξ(φK)(v),
qui sont des points de P(WK). On pose
ρ(u, v) = ((
1
1− 4δ′2(li)
)0≤i≤3, ((δ′j(li)1≤j≤3)0≤i≤3),
qui est un point de Y (l’e´quation χ10 = 0 par exemple e´quivaut a` l1 ⊂ l⊥0 , qui est vrai car
l0 ∈ ξ(φK)−1(v) et l1 ∈ v = ξ(φK)−1(v)⊥).
Lemme 4.4. Le morphisme ρ est un isomorphisme birationnel.
De´monstration. Conside´rons le morphisme rationnel γ : Y −→ Z(φK) qui au point
((Xi)0≤i≤3, ((∆ij)1≤i≤3)0≤j≤3) de Y associe l’e´le´ment
(µ−1(∆10,∆20,∆30)⊕ µ−1(∆11,∆21,∆31), µ−1(∆11,∆21,∆31)⊕ µ−1(∆12,∆22,∆32))
de Z(φK). Il suffit de prouver que le lieu T des points de Y ou` µ n’est pas de´fini est de dimension
au plus 5.
On a
T = (
⋃
0≤k≤3
Tk) ∪ (
⋃
0≤k<l≤3
Tkl),
avec
Tk = {((Xi), ((∆ij))) ∈ Y,∆1k = ∆2k = ∆3k = 0},
Tkl = {((Xi), ((∆ij))) ∈ Y, (∆ik)1≤i≤3 = (∆il)1≤i≤3}.
On a Tkl = ∅ , car les e´quations χkl = 0 et χkk = 0 sont incompatibles sur la varie´te´ des
points ((Xi), ((∆ij))) tels que ∆ik = ∆il pour 1 ≤ i ≤ 3.
Montrons que dim(T0) < 6 (les autres cas sont analogues). Conside´rons la sous-varie´te´ X
de C16 constitue´e des points ((Xi), ((∆ij))) tels que χii(Xi,∆2i) = 0 pour 0 ≤ i ≤ 3 et
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∆10 = ∆20 = ∆30 = 0, qui est irre´ductible et de dimension 9. Les e´quations χ10 = χ20 =
χ30 = 0 de´finissent une sous-varie´te´ X
′ de dimension 6 de X car elles font intervenir des
variables diffe´rentes. Comme elles reviennent a` exprimer les variables ∆3i , 1 ≤ i ≤ 3, en
fonction des autres variables, X ′ est irre´ductible. Les autres e´quations introduisent des relations
supple´mentaires entre les autres variables. On a donc dim(T0) < 6. 
Il de´coule du lemme pre´ce´dent que Y est irre´ductible. Le reste de la de´monstration du the´ore`me
A est maintenant analogue a` celle du the´ore`me C.
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